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7 BOOLEAN STORIES RELATED TO ERIC 



1 POTENTIAL NETWORKS
• Proposition 1
In the Boolean case, let suppose that A=0, P(x)=txAx+Bx, with aii=0
and each sub-matrix on any subset J of indices in {1,...,n} of A is non
positive and less than the linear operator (-B) restrained on J. Then P
decreases on the trajectories of the potential automata defined by
xi(t+1) = H(-DP/Dxi+xi(t)) for any mode of implementation of the
dynamics (sequential, block sequential and parallel). These Boolean
automata constitute a Hopfield-like network whose weights are wij = 1
and wij = - aij - aji, " j ≠ i, thresholds are the bi’s, and stable fixed
configurations correspond to the minima of P.

• Cosnard, M., Goles E.: Discrete states neural networks and energies. Neural Networks 
10, 327-334 (1997).
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2 HAMILTONIAN NETWORKS
• Proposition 2 
Let us consider a deterministic Hopfield-like network of size n, which is a necklace circuit
sequentially or synchronously updated with constant absolute value w for its non-zero
interaction weights. Then, its dynamics is conservative, keeping constant on the
trajectories the Hamiltonian function L defined by:
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where H denotes the classical Heaviside function. L(x(t)) is the total discrete kinetic 
energy of the network, equal to the half of the global dynamic frustration: 

F(x(t)) = ∑i=1,n Fi,(i−1)modn (x(t)), 
• with Fi,(i−1)modn is the local dynamic frustration defined between nodes (i−1) and i by: 

• Fi,(i−1)(x(t))=1, if {sign(wi(i−1)) = 1Ù xi(t) ≠ xi−1(t-1)}Ú{sign(wi(i−1)) = -1Ù xi(t) = xi−1(t-1)}, 
=0, if not.
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E. Goles, F. Fogelman-Soulié, D. Pellegrin. Decreasing energy functions as a tool for studying threshold
networks. Discrete Applied Mathematics, 12, 261-277 (1985).
J. Demongeot, H. Ben Amor, P. Gillois, M. Noual & S. Sené Robustness of regulatory networks. A Generic
Approach with Applications at Different Levels: Physiologic, Metabolic and Genetic.Int. J. Molecular
Sciences, 10, 4437-4473 (2009).



Boolean equations of such a system of size n is given by:
"i=1,...,n, xi = H(wii xi - w xi+1(modn) + w xi-1(modn))

C. ANTONOPOULOS, V. BASIOS, J. DEMONGEOT, P. NARDONE,  R. THOMAS Linear and nonlinear arabesques: a study of 
closed chains of negative 2-element circuits. Int. J. Bifurcation and Chaos, 23, 9, 30033 (2013).

2 unstable fixed points (000), (111)

1 stable cycle of order 6 (010*, 0*11, 01*1, 
001*, 0*01, 10*1, 101*, 1*00, 10*0, 110*, 
1*10, 01*0) 

R. THOMAS ARABESQUES

3 MIXED NETWORKS



In the spirit of the games theory of the seventies [12], Eric Goles and Maurice Tchuente
considered in [13] a society of n persons {P1,…,Pn} having at time t opin-ions {x1(t),…, xn(t)} with
interaction coefficient aij = aji between Pi and Pj. Let {θ1,…,θp} be the set of possible opinions 
which may be assumed by any person, with a local hierarchy hi adopted by each person Pi (a 
reordering of opinion indices without ex-æquo, that is a permutation of {1,…, p}). The dynamical
behaviour of such a society depends on local majority rules, where, if a(k) denotes the global 
weight of the opinion θk, the change of opinion is made as follows:

xi(t+1) = k, with k = sup{i / "r=1,...,p, a(i)Sj/xj(t)=k aij ≥ a(r)Sj/xj(t)=r aij}

• Proposition 3
In such a society the opinion of any member Pi, after a certain number of steps, either remains
constant or oscillates between two values.

E.Goles, M. Tchuente. Iterative behaviour of generalized majority functions. Math. Social Sciences 4, 197-204 (1983).
J. Demongeot, V. Volpert. Dynamical System Model of Decision Making and Propagation. J. Biol. Systems, 23, 339-
353 (2015).
M. Banerjee, J. Demongeot & V. Volpert. Global Regulation of Individual Decision Making. Mathematical Methods 
in the Applied Sciences, 39, 4428-4436 (2016).

4 SOCIAL NETWORKS



5 DISCRETE CONVOLUTION FOR DEEP LEARNING
• The Boolean automata z(t) resulting from the discrete convolution

between two Boolean automata x(t) and y(t) (called the kernel
filter) can be defined as follows:

zi(t) = Si-kÎV(i) xi-k(t) yk(t)

where the size of the neighbourhood V(i) equals p and the positive
kernel filter of size p, y(t), verifies: for any t, Sk=1,p yk(t) = 1. If x(t) has a
regular derivative (in the sense of F. Robert), that is, for any spatial
derivative and any t, Sj=1,p÷∆xj(t)/∆j÷ ≤ 1, then z(t) is also regular,
because we have: Sj=1,p÷∆zj(t)/∆j÷ ≤ Sj=1,pSj-kÎV(j)÷∆xj-k (t)/∆k÷ yk(t) ≤ 1.
le Cun, Y. Learning processes in an asymmetric threshold network. In: Fogelman-Soulié, F., Bienenstock,
E., Weisbuch, G. (eds.) Disordered systems and biological organization, Les Houches, 1985, pp. 233-240, 
North Holland, Amsterdam (1986).



•A good example of application for a new updating mode
is the nuclear and mitochondrial genetic expression in
which the combination of cellular repressors (microRNAs
and circular RNAS), mitochondrial genes (relative to the
cell respiration) and nuclear genes under the control of
the chromatin clock, present a dynamical schedule close
to a new updating mode called block-parallel, for which
the updating is sequential inside blocks, these blocks
being updated parallelly with not necessary the same
internal clock.

6 BLOCK PARALLEL UPDATING

J. DEMONGEOT & S. SENÉ About block-parallel Boolean networks: a position paper. Natural Computing, 19, 5-
13 (2020).



• Interactions between two Boolean automata of size 2, one 
with transition F0 and the other with transition G0, evolving in 
time with the following rules, where symbol ¬ denotes 
Boolean complementary (negation):

• - Sequential dependence: G1(x1, x2)=G0(F0(x1, x2), x2), F1(x1, x2)=F0(x1, G1(x1, x2)),…, Gi(x1, 
x2) = Gi-1(F0(x1, x2), x2), Fi (x1, x2) = Fi-1 (x1, Gi(x1, x2)),…

• - Parallel dependence: G1(x1, x2) = G0(F0(x1, x2), x2), F1(x1, x2) = F0(x1, G0(x1, x2)),…,
• Gi(x1, x2) = Gi-1(F0(x1, x2), x2), Fi (x1, x2) = Fi-1 (x1, Gi-1(x1, x2)),…
• - Sequential opposition: G1(x1, x2)=G0(¬F0(x1, x2), x2), F1(x1, x2)=F0(x1, ¬G1(x1, x2)),…, Gi(x1, 

x2) = Gi-1(¬F0(x1, x2), x2), Fi (x1, x2) = Fi-1 (x1, ¬Gi(x1, x2)),…
• - Parallel opposition: G1(x1, x2) = G0(¬F0(x1, x2), x2), F1(x1, x2) = F0(x1, ¬G0(x1, x2)),…,
• Gi(x1, x2) = Gi-1(¬F0(x1, x2), x2), Fi (x1, x2) = Fi-1 (x1, ¬Gi-1(x1, x2)),…

7 Coupled neural networks



Eberhard-Robert scholia

Proposition 4
i) Sequential and parallel dependence (resp. opposition) rules give same fixed
points.
ii) The transform by sequential (resp. parallel) opposition of (¬F, ¬G) is the
complementary of the transform by sequential (resp. parallel) dependence of (F, G).

Such a result can be applied to situations in which two groups of actors (political, ethnic, social,
neural, genetic, etc.) or two age classes evolve by taking social choices with cross interactions. It
could serve namely to revisit and interpret the asymptotic properties of complex Boolean
biological network.



F. ROBERT
• « Mon billet pour Éric », by François Robert

• « Éric, la scène se passe à Grenoble quelques années après ta soutenance de
thèse. Retour d’Israël via Paris, et avant de rentrer à Santiago, tu débarques
impromptu ce matin-là dans mon bureau de la Tour IRMA au Campus. Nous
sommes contents de nous revoir, et tu commences à m’expliquer au tableau
ce qui préoccupe ton esprit en ce moment. S’agissait-il du tas de sable qui
s’effondre sur lui-même ? Je crois que oui. Et tu me montres la relation
mathématique que tu as écrite au tableau : « Tu vois, cette expression, eh bien
elle ne me plaît pas, elle n’est pas casher ! » Devant mon air
d’incompréhension, tu corriges immédiatement : « Disons qu’elle n’est pas très
catholique ! », ce qui n’a pas amélioré ma compréhension pour autant, mais
j’ai alors saisi en un éclair le concept de mathématicien international que tu
commençais à incarner alors.



• J’ai par ailleurs été très sensible au témoignage chaleureux que tu as rendu
récemment à Jacques Demongeot, dans lequel tu insistes beaucoup pour rendre
effectivement sensible cette part d’éternité et de globalité de vos échanges
dînatoires, mathématiques ou non, que ce soit au Bar national de Santiago ou
ailleurs : une caractéristique importante qui vous situe bien. Et de plus, ce témoignage
m’a redonné comme instantanément aussi la vive perception du compagnonnage
artisanal qui animait les membres de notre groupe « Comportement d’Itérations ».

• Quelle équipe, en effet, d’excellents chercheurs ! Je les cite par ordre d’entrée en
scène : Michel Cosnard, Maurice Tchuente, toi Eric, Françoise Fogelman, Houcine
Snoussi, Yves Robert, les premiers couteaux en quelque sorte, tous chercheurs C.N.R.S.
(sauf Françoise, universitaire, et Houcine, boursier marocain) et une huitaine de jeunes
en troisième cycle. Jacques Demongeot entretenait des relations suivies avec tout ce
petit monde. Nous partagions chaque semaine notre conviction dans la dimension
intemporelle de notre réalité mathématique en cours d’élaboration, assidûment
méditée et travaillée, et c’était là que résidait le ciment du groupe.



• En ce qui te concerne, ta façon très spécifique de « faire des maths » est maintenant
largement connue : fougueux, jovial, parfois brouillon et fâché de l’être, tu déploies au
tableau une puissante séduction mathématique, qui jaillit de ta très forte conviction
personnelle, manipulant un maelström de notions entrelacées… Tu convaincs, car tu
es habité, et spécifiquement toi !

• Il n’empêche : les deux théorèmes de Golès-Martinez sur les cycles de longueur deux
dans les réseaux d’automates à seuils symétriques (il y a trente-cinq ans !) resteront
pour moi le signal fort d’un accomplissement à venir, qui s’est grandement réalisé
depuis. J’ai même vu récemment que tu avais contribué à faire, de la fourmi de
Langton, la brique de base d’un calculateur universel, dans la ligne de ce que vous
élaboriez à l’époque avec Maurice Tchuente et Yves Robert sur d’autres modèles…

• Cher Éric, bon et heureux 70, et longue vie ! Avec toute mon amitié, »

François Robert.


